Appendice online capitolo 2 A2c

Semantica formale fuzzy

Per capire quale possa essere la risposta del teorico fuzzy al paradosso del sorite, vediamo in dettaglio
la semantica formale sottostante all‘approccio fuzzy e poi esploriamo le diverse nozioni di conseguenza
disponibili.

Assumendo una semantica a infiniti valori di verita (che chiameremo anche “semantica fuzzy”)
compresi tral e0, lafunzione di interpretazione | viene ad associare a ogni espressione relazionale an
posti una funzione caratteristica che (assumendo la condizione di Totalita) determina per ogni ennupla

di oggetti del dominio uno degli infiniti valori semantici enunciativi (che chiameremo anche “gradi di
veritd’).

Una semantica fuzzy non soddisfa quindi la condizione di divalenza booleana perché richiede che i
valori di veritache lafunzione di interpretazione assegna agli enunciati non siano solo 1 e 0 mainfiniti.
Si noti anche che questa condizione non dice di per sé che ogni enunciato ha un valore compreso tra0 e
1 (e mai piu di uno solo). Possiamo chiamare la condizione che dice che ogni enunciato ha un valore
compreso tra0 e 1(e mai piti di uno) aleph-valenza.* Anche qui possiamo distinguere |a condizione che
vi siano infiniti valori semantici dalla aleph-valenza per distinguere due concetti diversi: la primahaa
che fare con quali valori semantici esistono per gli enunciati (infiniti), la seconda riguarda la questione
di come sono distribuiti i valori semantici sugli enunciati (la aleph-valenza dice che ogni enunciato ha
uno e uno solo degli infiniti valori semantici).

Anche nel caso della semantica fuzzy, come abbiamo visto per lalogica classicain 82.2, la semantica
formale segue un principio di composizionalita del valore semantico assegnando a qualsiasi espressione
della lingua formale un valore semantico in base a valore semantico delle espressioni componenti. La
semantica a infiniti valori dovra definire nuove regole di composizionalita per includere gli infiniti
gradi di veritanei possibili assegnamenti agli enunciati.

Per gli enunciati atomici, ovvero quelli formati da una espressione relazionale a n posti e n termini
singolari, la funzione di interpretazione | assegnera un grado di verita determinato dall'applicazione
della funzione caratteristica dell'espressione relazionale alle ennuple ordinate ricavate dai valori
semantici assegnati da | ai termini singolari, seguendo l'ordine in cui questi termini compaiono
nell'enunciato. Supponiamo quindi che “M( )" sia un'espressione relazionale a un posto e “g” un
termine singolare della lingua formae L. Supponiamo inoltre di nuovo che con “M()” s voglia
rappresentare il predicato italiano “€ una montagna” e con “g” il nome “The Garth”. Dato che The
Garth & un caso borderline di “montagna’, il teorico fuzzy assocera una funzione caratteristicaa“M(_)”
che, quando applicata al'oggetto assegnato dall'interpretazione a“g”, da come valore un grado di verita
rappresentativo dei casi borderline — ad esempio 0,5. “The Garth € una montagna” sara vero quindi a
grado in cui The Garth esemplificalaproprieta di essere una montagna— ovvero 0,5.

In generale, per un enunciato atomico ~ Fn(ay,...a,)" (dove "F," & un'espressione relazionale a n posti e
"a& ... @, sono termini singolari), il valore v (dove v & compreso tra 0 e 1) della funzione di
interpretazione applicata ad esso -1(" Fy(ay,...an)")- saratale per cui :

e I(Fi(a,...a))=vsel( F)I(a,..., & )=V

In atri termini un enunciato atomico ha il grado di verita v perché i valori semantici dei termini

1 “Aleph” ¢ la traslitterazione della lettera ebraica "X" che il matematico Georg Cantor introdusse per denotare le
cardinditainfinite.



singolari "&,..., a, applicati allafunzione caratteristicadi " F," determinano il grado di v. Dato che vi
sono infiniti valori semantici, la funzione caratteristica assegnera ogni enunciato atomico un valore
compreso traO e 1.

Gli enunciati di L non sono pero esauriti da quelli atomici. Includendo le particelle logiche, ci saranno
anche gli enunciati molecolari ottenuti tramite composizione da quelli atomici. Contrariamente ale
semantiche con un numero finito di valori, dovremo prendere in considerazione un numero infinito di
combinazioni di valori semantici e definire delle operazioni su questo insieme in modo da spiegare il
funzionamento delle particelle logiche.

Come nel caso trivaente, un primo criterio puo essere quello di normalitac nel cas in cui i valori di
input sono quelli classici (0 e 1) I'output coincide con quelli della semantica classica, per gli atri valori
possiamo decidere di generalizzareil caso classico. Nel caso dei connettivi enunciativi, |'approccio piu
comune € infatti una generalizzazione della semantica classica: il grado di verita di una congiunzione
coincide con quello del congiunto che hail minor grado di verita (nel caso classico abbiamo lo stesso:
Se una congiunzione ha un congiunto con vaore 0 e uno con valore 1, la congiunzione ha vaore 0); il
grado di verita di una disgiunzione coincide con quello del disgiunto che hail maggior grado di verita
(anche qui nel caso classico abbiamo lo stesso: se una disgiunzione ha un congiunto con vaore 0 e uno
con vaore 1, la disgiunzione ha valore 1); il grado di verita di una negazione avra come vaore la
differenzatral eil grado dell'enunciato negato (nel caso classico abbiamo |0 stesso: se un enunciato ha
valore 1, la sua negazione ha valore 1-1 cioe 0; se invece ha valore 0 la sua negazione ha valore 1-0,
cioe 1); infine il condizionale, se definito come condizionale materiale (ovvero come disgiunzione del
conseguente e della negazione dell'antecedente), avra come vaore il maggior valore tra quello del
conseguente e ladifferenzatral eil valore dell'antecedente.

In aternativa a condizionale materiale molte teorie fuzzy impiegano il condizionale di Lukasiewicz
introdotto precedentemente per le logiche trivalenti (vedi libro §2.1.1.1). Come nella logica trivalente
L3 il condizionale havalore 1 quando antecedente e conseguente hanno valore 0,5. Questa condizione
viene mantenuta nella logica fuzzy sommando la differenza tra antecedente e conseguente (cioé
sommando 0,5 e 0,5) — simbolizzeremo questo condizionale con “—yx”; piu in generale il condizionale
di Lukasiewicz nella semantica fuzzy ottiene 1 se il grado di verita del conseguente € maggiore di
quello dell'antecedente (in analogia con il caso classico in cui ha 1 se il conseguente ha 1 e
I'antecedente 0), mentre se il grado di verita del conseguente € minore (0 uguale) a quello
dell'antecedente, il condizionale ha un grado di verita che e tanto minore di 1 quanto € la differenzatra

conseguente e antecedente. In termini pit succinti possiamo esprimere queste condizioni nel seguente
modo:

e I(A&BY) = Min(I(CA™),I('B7))

e I(AVB") =Max(I("A™),I('B™))

o I(~A7)=1-1("A7)=0

e I(A>B”)= Max((11(AY), I(BY)

e sel(AY)<I(BY), I(A>B7)= 1

e seI(A)>I(B), I( A—=LsB™)= 1-(ICA7)-I('B7))

Max(...) e Min(...) sono le funzioni che selezionano, rispettivamente, il valore maggiore e quello
minoredauninsiemedi valori.



Si noti che come nel caso bivaente e quello trivalente, queste clausole soddisfano anche la condizione
di funzionalita: il valore di verita di un enunciato molecolare & univocamente determinato dal valore di
veritade suoi enunciati componenti.

Anche qui, in analogia con il caso della congiunzione e della negazione possiamo estrapolare le
clausole per i quantificatori:

o I((XA)=INF{lao( Axa): 0 €D}

dove Inf{1,0( Ax.a): 0 €D} @il limite inferiore® di questo insieme, ovvero il valore minore o uguale a
tutti i vaori che I'enunciato “Ax." ottenuto da A™ sostituendo tutte le occorrenze della variabile “x”

con il termine singolare “&’, ottiene fra tutte le interpretazioni 15, che differiscono da | solo per il
valore 0 appartenente al dominio D dell'interpretazione assegnato alla costante “a’.

o 1( (3X)A)=up{lao( Axa): 0 €D}

dove Sup{la.o( Ax.s): 0 €D} @il limite superiore® di questo insieme ovvero il valore maggiore o uguale
atutti i vaori che l'enunciato “Ay.; " ottenuto da” A™ sostituendo tutte le occorrenze della variabile “X”

con il termine singolare “&’, ottiene fra tutte le interpretazioni 15, che differiscono da | solo per il
valore o appartenente al dominio D dell'interpretazione assegnato alla costante “a”.

Come nel caso delle semantiche bivalenti e trivalenti, le condizioni che assegnano un valore semantico
agli enunciati non dicono di per sé nulla che sia sufficiente ad assegnare condizioni di verita agli
enunciati della lingua naturale che la semantica intende analizzare. Per fare questo dobbiamo collegare
la nozione di verita a quella di valore semantico. Abbiamo visto che nel caso della semantica classica
cio consiste nell'associare 1 con il Vero, 0 con il Falso, e, nel caso della semantica trivalente, il valore
1/2 con I'Indefinito. Abbiamo detto che nel caso della semantica fuzzy, 1 e 0 sono intesi rappresentare il
massimo grado di verita (o il minimo grado di falsita), il minimo grado di verita (o massimo di falsita),
mentre i valori compresi tra 1 e O rappresentano diversi gradi di verita (e di falsita). Un enunciato della
lingua formale avra quindi un grado di verita simpliciter quando avra il grado di verita che sara
assegnato dall'inter pretazione intesa dalla lingua naturale, ovvero quell'interpretazione che assegna ale
espressioni della lingua quel valori semantici che rispecchiano cio che intendono i parlanti competenti
dellalingua

2 Non possiamo scegliere semplicemente il valore piu basso perché se I'insieme ha un numero infinito di gradi di verita
puod non esserci il piti basso grado di verita. Ad esempio I'insieme dei numeri reali minori o uguali a1 e maggiori di 0
non haun eemento minore, il suo limite inferiore & pero 0.

3 Non possiamo scegliere semplicemente il valore piu ato perché sel'insieme haun numero infinito di gradi di verita pud
non esserci il piu alto grado di verita. Ad esempio I'insieme dei numeri reali maggiori o uguali a0 e minori di 1 non ha
un elemento maggiore, il suo limite superiore & pero 1.



